
ÑAÏI HOÏC QUOÁC GIA THAØNH PHOÁ HOÀ CHÍ MINH
TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC KHOA HOÏC TÖÏ NHIEÂN

KHOA TOAÙN-TIN HOÏC
------------oOo------------

Tieåu luaän toát nghieäp

Chuyeân ngaønh Giaûi Tích

Khoùa 2003-2007

Ñeà taøi:

XAÙC ÑÒNH LÖÏC THEÅ TÍCH CUÛA VAÄT THEÅ
ÑAØN HOÀI ÑAÚNG HÖÔÙNG HAI CHIEÀU

THAÀY HÖÔÙNG DAÃN: PGS. ÑAËNG ÑÖÙC TROÏNG

THAÀY PHAÛN BIEÄN: PGS. ÑINH NGOÏC THANH

SINH VIEÂN THÖÏC HIEÄN: PHAN THAØNH NAM −0311017

THAØNH PHOÁ HOÀ CHÍ MINH

THAÙNG 5−2007



LÔØI CAÛM ÔN

Toâi xin caûm ôn thaày Döông Minh Ñöùc vaø thaày Ñaëng Ñöùc Troïng, nhöõng ngöôøi thaày
ñaõ taän taâm giaûng daïy, höôùng daãn vaø khích leä toâi trong suoát quaù trình hoïc taäp. Hôn
nöõa, ñaây laø nhöõng ngöôøi thaày ñaõ coù nhieàu aûnh höôûng vôùi toâi trong caùch suy nghó veà
Toaùn. Toâi xin caûm ôn thaày Phaïm Ngoïc Ñònh Alain vaø anh Tröông Trung Tuyeán ñaõ
raát nhieät tình chæ daïy, giuùp ñôõ toâi trong quaù trình nghieân cöùu. Toâi xin caûm ôn thaày
Ñinh Ngoïc Thanh ñaõ ñoïc phaûn bieän cho tieåu luaän naøy.

Toâi xin caûm ôn caùc baïn toát cuûa toâi, trong ñoù coù caùc baïn Quaùch Ñình Hoaøng, Traàn
Minh Bình, Leâ Phöông, Nguyeãn Thaønh Nhaân, Maïch Nguyeät Minh, ñaõ ñoäng vieân, giuùp
ñôõ toâi raát nhieàu trong hoïc taäp vaø trong cuoäc soáng.

Cuoái cuøng, toâi xin caûm ôn ba, meï vaø em trai yeâu quyù cuûa toâi.

Tp.HCM, ngaøy 19 thaùng 5 naêm 2007

Phan Thaønh Nam

i



MUÏC LUÏC

Trang

Giôùi thieäu baøi toaùn 1

Chöông 1. Kieán thöùc chuaån bò 3
1.1. Caùc khoâng gian haøm 3
1.2. Haøm giaûi tích 5
1.3. Bieán ñoåi Fourier 6
1.4. Baøi toaùn khoâng chænh vaø vaán ñeà chænh hoùa 8

Chöông 2. Caùc keát quaû chính 9
2.1. Phaùt bieåu baøi toaùn 9
2.2. Caùc keát quaû chính 9
2.3. Chöùng minh caùc keát quaû 12

Chöông 3. Ví duï minh hoïa 23

Taøi lieäu tham khaûo 27

ii



GIÔÙI THIEÄU BAØI TOAÙN

Cho Ω = (0, 1)× (0, 1) bieåu dieãn moät vaät theå ñaøn hoài ñaúng höôùng 2 chieàu. Vôùi moãi
ñieåm x = (x1, x2) ∈ Ω, ta kí hieäu u = (u1(x, t), u2(x, t)) laø ñoä chuyeån dòch (displace-
ment), trong ñoù uj laø ñoä chuyeån dòch tính theo phöông xj . Nhö chuùng ta ñaõ bieát (coù
theå xem trong [1, 2]), u thoûa maõn heä phöông trình Lameù

∂2u

∂t2
= µ∆u + (λ + µ)∇ (div(u)) + F

vôùi F := (F1, F2) laø löïc theå tích, div(u) = ∇ · u = ∂u1/∂x1 + ∂u2/∂x2, vaø λ, µ laø caùc
haèng soá Lameù. Chuùng ta seõ giaû söû laø bieân cuûa vaät theå ñaøn hoài bò keïp chaët, nghóa laø

(u1(x, t), u2(x, t)) = (0, 0), x ∈ ∂Ω,

vaø caùc ñieàu kieän ñaàu cuûa u ñöôïc cho tröôùc .
Chuùng ta seõ xem xeùt baøi toaùn xaùc ñònh löïc theå tích F . Ñaây laø moät daïng baøi toaùn

ngöôïc. Moät baøi toaùn ngöôïc thöôøng ñöôïc nghieân cöùu ôû nhieàu khía caïnh nhö tính duy
nhaát, tính oån ñònh vaø vaán ñeà chænh hoùa. Coù khaù nhieàu baøi baùo veà tính duy nhaát, tính
oån ñònh, song laïi khaù ít baøi veà vaán ñeà chænh hoùa, ñaëc bieät laø raát hieám baøi ñöa ra ñaùnh
giaù sai soá cuï theå.
Vì vaán ñeà xaùc ñònh löïc F laø raát phöùc taïp neân caàn phaûi coù theâm moät soá giaû thieát.

Trong [11] (trang 166), Isakov ñaõ xem xeùt baøi toaùn tìm moät caëp haøm (u, f) thoûa maõn
phöông trình soùng

cutt − ∆u = f

vôùi f laø ñoäc laäp vôùi t. Taùc giaû naøy ñaõ chæ ra laø, vôùi moät soá thoâng tin tieân nghieäm veà
f , töø ñieàu kieän cuoái

u(x, T ) = h(x)

chuùng ta seõ coù tính duy nhaát cuûa (u, f).
Moät baøi toaùn ngöôïc khaùc laø tìm nguoàn nhieät F (x, t, u) thoûa maõn

ut −∆u = F.

Baøi toaùn naøy ñaõ ñöôïc nghieân cöùu trong moät thôøi gian daøi, ñaëc bieät laø trong 30 naêm trôû
laïi ñaây. Naêm 1935, trong [12], Tikhonov ñaõ chöùng minh tính duy nhaát döïa treân döõ lieäu
cuoái vaø döõ lieäu cho treân bieân. Gaàn ñaây, trong [13, 14], caùc taùc giaû ñaõ xem xeùt baøi toaùn
khi nguoàn nhieät F coù daïng taùch bieán

F (x, t, u) = ϕ(t)f(x)

vôùi ϕ laø haøm chöa bieát. Moät daïng töông töï cuûa nguoàn nhieät F cuõng ñöôïc nghieân cöùu
trong [15, 16] nhöng vôùi f laø haøm chöa bieát. Trong ñoù, töø ñieàu kieän ñaàu, ñieàu kieän cuoái
vaø ñieàu kieän bieân, caùc taùc giaû ñaõ xem xeùt baøi toaùn chænh hoùa f . YÙ töôûng duøng bieán
ñoåi Fourier vaø caét cuït tích phaân trong ñoù cuõng seõ ñöôïc duøng trong tieåu luaän naøy.
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Raát gaàn vôùi ñeà taøi cuûa chuùng ta, baøi toaùn ngöôïc veà tìm löïc theå tích cuûa heä ñaøn hoài
cuõng ñaõ ñöôïc nghieân cöùu trong [18]. Trong ñoù, caùc taùc giaû ñaõ chöùng minh raèng, neáu
T ñuû lôùn, ϕ ñuû trôn vaø vaø ϕ(0) 6= 0 thì löïc theå tích (coù daïng taùch bieán ϕ(t)f(x) vôùi
f chöa bieát) laø xaùc ñònh duy nhaát töø ñieàu kieän ñaàu, ñieàu kieän bieân bò keïp, vaø söùc eùp
beà maët cho treân moät phaàn cuûa bieân Ω. Cuõng trong baøi baùo ñoù, caùc taùc giaû ñaõ chæ ra
moät coâng thöùc tröøu töôïng ñeå xaùc ñònh f , tuy nhieân khoâng ñeà caäp tôùi vaán ñeà chænh hoùa
trong tröôøng hôïp döõ lieäu khoâng chính xaùc.
Trong tieåu luaän naøy, ñeå giaûi quyeát vaán ñeà chænh hoùa baøi toaùn, ngoaøi ñieàu kieän ñaàu

vaø ñieàu kieän bieân bò keïp, chuùng ta seõ caàn theâm ñieàu kieän cuoái vaø söùc eùp beà maët treân
caû bieân Ω. Ñeå moâ taû söùc eùp beà maët, ta caàn ñöa ra moät soá ñaïi löôïng cô hoïc. Goïi σ1, σ2, τ
laø caùc söùc eùp (xem [1, 2]) xaùc ñònh bôûi

τ = µ

(
∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)
,

σj = λdiv(u) + 2µ
∂uj

∂xj
, ∀j ∈ {1, 2}.

Chuùng ta seõ giaû söû söùc eùp beà maët ñöôïc cho treân bieân cuûa vaät theå, nghóa laø
(

σ1 τ

τ σ2

)(
n1

n2

)
=

(
X1

X2

)

vôùi X = (X1,X2) ñöôïc cho treân ∂Ω, ôû ñaây n = (n1, n2) laø vector phaùp tuyeán ñôn vò
höôùng ra ngoaøi. Hôn nöõa, ñeå ñôn giaûn, nhö trong [18] chuùng ta cuõng seõ xeùt khi F coù
daïng taùch bieán

(F1(x, t), F2(x, t)) = ϕ(t)(f1(x), f2(x))

vôùi ϕ ñöôïc cho tröôùc khoâng chính xaùc. Maët duø vaäy, do ϕ laø khoâng chính xaùc neân baøi
toaùn cuûa chuùng ta vaãn khoâng chænh, vaø thaäm chí noù laø phi tuyeán.
Baèng caùch söû duïng bieán ñoåi Fourier, chuùng ta seõ ñöa baøi toaùn veà tìm nghieäm moät

nhò thöùc vôùi heä soá baäc nhaát laø moät haøm nguyeân. Khi ñoù, baøi toaùn laø khoâng oån ñònh
treân laân caän caùc khoâng ñieåm cuûa haøm nguyeân naøy. Söû duïng tö töôûng chænh hoùa cuûa
Tikhonov vaø caét cuït tích phaân, chuùng ta seõ khöû caùc ñieåm kì dò ñeå chænh hoùa baøi toaùn.
Khi coù theâm thoâng tin tieân nghieäm veà lôøi giaûi chính xaùc, chuùng ta ñöa ra moät xaáp xæ
sai soá cuï theå.
Phaàn coøn laïi cuûa tieåu luaän ñöôïc chia thaønh ba chöông. Chöông 1 laø phaàn kieán thöùc

chuaån bò, bao goàm vieäc nhaéc laïi moät soá kieán thöùc cô baûn vaø neâu moät vaøi keát quaû caàn
thieát cho phaàn sau. Chöông 2 ñöôïc daønh ñeå phaùt bieåu vaø chöùng minh caùc keát quaû
chính, ñaây laø caùc keát quaû ñöôïc trích töø [19]. Chöông 3 trình baøy moät ví duï cuï theå minh
hoïa cho caùc tính toaùn lyù thuyeát.

2



Chöông 1

KIEÁN THÖÙC CHUAÅN BÒ

1.1. Caùc khoâng gian haøm

Tröôùc heát, xin nhaéc laïi caùc khoâng gian Lp vaø W 1,p. Chi tieát coù theå xem trong
[5, 6].
Cho Ω laø moät taäp ño ñöôïc trong RN .

Ñònh nghóa 1.1. Vôùi moãi aùnh xaï ño ñöôïc f : Ω → C vaø 1 ≤ p ≤ ∞, ta kí hieäu

‖f‖p =



∫

Ω

|f(x)|p dx




1
p

vôùi 1 ≤ p < ∞,

‖f‖∞ = inf {η > 0 : |f(x)| ≤ η vôùi a.e x ∈ Ω} .

Vôùi moãi 1 ≤ p ≤ ∞, ta goïi Lp(Ω) laø khoâng gian goàm taát caû caùc haøm f ño ñöôïc treân Ω
sao cho ‖f‖p < ∞.

Ñònh lyù 1.1. Vôùi moãi 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) laø moät khoâng gian Banach vôùi chuaån ‖.‖Lp(Ω) =

‖.‖p. Ñaëc bieät, L
2(Ω) laø khoâng gian Hilbert vôùi tích voâ höôùng < f, g >=

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

Chöùng minh ñònh lyù naøy döïa treân baát ñaúng thöùc quan troïng sau.

Ñònh lyù 1.2. (Baát ñaúng thöùc Holder) Cho p, q ∈ (1,∞) vaø p−1 +q−1 = 1. Neáu f ∈ Lp(Ω),
q ∈ Lq(Ω) thì f.g ∈ L1(Ω) vaø

‖f.g‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) . ‖g‖Lq(Ω) .

Baây giôø cho Ω laø moät taäp môû trong RN . Ta kí hieäu C∞
c (Ω) laø khoâng gian caùc haøm

khaû vi voâ haïn coù giaù compact treân Ω. Vôùi moãi c ∈ C∞
c (Ω) vaø α = (α1, α2, ..., αN) ∈ ZN

vôùi αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N , ta kí hieäu |α| = ΣN
i=1αi vaø

Dαu(x) =
∂|α|u

∂α1x1∂α2x2...∂αNxN
(x),∀x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω.

Ñònh nghóa 1.2. Vôùi moãi 1 ≤ p ≤ ∞ vaø m nguyeân döông, khoâng gian Sobolev W m,p(Ω)
laø taäp hôïp taát caû caùc haøm f ∈ Lp(Ω) sao cho vôùi moãi α = (α1, α2, ..., αN) ∈ ZN vôùi
αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N vaø |α| ≤ m, toàn taïi gα ∈ Lp(Ω) thoûa maõn

∫

Ω

f(x)Dαφ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

gα(x)φ(x)dx,∀φ ∈ C∞
c (Ω).

Khi ñoù ta kí hieäu
∂|α|f

∂α1x1∂α2x2...∂αNxN
= gα. Ñaëc bieät, ta ñaët W m,2(Ω) = Hm(Ω).
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Ñònh lyù 1.3. Vôùi moãi 1 ≤ p < ∞, m nguyeân döông, W m,p(Ω) laø khoâng gian Banach vôùi
chuaån

‖f‖W m,p(Ω) =


∑

|α|≤m

‖Dαf‖p
Lp(Ω)




1/p

.

Tieáp theo, xin giôùi thieäu caùc khoâng gian Cm(I,X) vaø Lp(I,X), trong ñoù I laø moät
khoaûng (môû hoaëc ñoùng) trong R vaø X laø khoâng gian Banach. Veà caùc chi tieát coù theå
xem trong [8].
Moät caùch ñôn giaûn, ta ñònh nghóa C(I,X) laø taäp hôïp caùc aùnh xaï lieân tuïc töø I vaøo

X . Tuy nhieân, ñeå ñònh nghóa Cm(I,X), ta caàn ñeán pheùp tính vi phaân trong khoâng
gian ñònh chuaån. Ñònh nghóa sau laø moät tröôøng hôïp rieâng cuûa caùc ñònh nghóa trong [7].

Ñònh nghóa 1.3. Cho I laø moät khoaûng (môû hoaëc ñoùng) trong R vaø u : I → X .

•Neáu I laø moät khoaûng môû, ta noùi u khaû vi treân I neáu toàn taïi aùnh xaï ñaïo haøm
∂u

∂t
: I → X

sao cho
lim
s→t

u(t)− u(s)

t− s
=

∂u

∂t
(s), ∀s ∈ I,

vôùi giôùi haïn tính theo chuaån cuûa X.
Vôùi moãi soá nguyeân döông m, ta noùi u khaû vi m laàn treân I neáu caùc aùnh xaï ñaïo haøm

sau ñaây ñeàu toàn taïi
∂u

∂t
,
∂2u

∂t2
:=

∂

∂t

(
∂u

∂t

)
, ...,

∂mu

∂tm
:=

∂

∂t

(
∂m−1u

∂tm

)
.

• Neáu I laø moät khoaûng ñoùng vaø m nguyeân döông, ta noùi u khaû vi m laàn treân I neáu toàn
taïi moät khoaûng môû I’ chöùa I vaø moät aùnh xaï v : I ′ → X khaû vi m laàn treân I ′ sao cho

v|I = u. Ta cuõng kí hieäu
∂ku

∂tk
=

∂kv

∂tk

∣∣∣∣
I

vôùi moïi k = 1, 2, ...,m.

Ñònh nghóa 1.4. Cho I laø moät khoaûng (môû hoaëc ñoùng) vaø m laø moät soá nguyeân döông,
ta kí hieäu Cm(I,X) laø taäp hôïp caùc haøm u : I → X khaû vi m laàn treân I sao cho
∂mu

∂tm
∈ C(I,X).

Veà khoâng gian Lp(I,X), ta cuõng ñònh nghóa töông töï vôùi khoâng gian Lp(Ω). Ta kí
hieäu Cc(I,X) laø taäp hôïp caùc haøm lieân tuïc coù giaù compact treân I.

Ñònh nghóa 1.5. Cho I laø moät khoaûng môû trong R vaø u : I → X . Ta noùi u laø ño ñöôïc
neáu coù moät daõy haøm un trong Cc(I,X) sao cho un(t) → u(t) vôùi a.e t ∈ I.

Ñònh nghóa 1.6. Cho I laø moät khoaûng môû trong R vaø 1 ≤ p ≤ ∞. Ta kí hieäu Lp(I,X) laø
taäp hôïp (caùc lôùp töông ñöông) caùc haøm ño ñöôïc u : I → X sao cho haøm thöïc t 7→ ‖u(t)‖X

thuoäc Lp(I), trong ñoù ta ñoàng nhaát u vôùi v neáu u(t) = v(t) vôùi a.e t ∈ I .

Ta thaáy raèng neáu I bò chaën vaø 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ thì Lp(I,X) ⊂ Lq(I,X).

Ñònh lyù 1.4. Cho I laø moät khoaûng môû trong R, 1 ≤ p < ∞ vaø X laø moät khoâng gian
Banach. Thì Lp(I,X) laø khoâng gian Banach vôùi chuaån ‖u‖Lp(I,X) = ‖||u(.)||X‖Lp(I).
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1.2. Haøm giaûi tích

Tröôùc heát, xin nhaéc laïi nhöõng ñònh nghóa cô baûn trong giaûi tích phöùc. Veà chi
tieát coù theå xem trong [4].
Cho Ω laø moät taäp môû trong khoâng gian phöùc C vaø moät aùnh xaï f : Ω → C .

Ñònh nghóa 1.7.
• Ta noùi f giaûi tích (analytic) taïi z0 ∈ Ω neáu giôùi haïn

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0

toàn taïi. Khi ñoù ta kí hieäu giôùi haïn naøy laø f ′(z0) vaø goïi noù laø ñaïo haøm cuûa f taïi z0.
• Ta noùi f giaûi tích treân Ω neáu f giaûi tích taïi moïi ñieåm trong Ω.
• Ta noùi f laø haøm nguyeân (entire function) neáu f giaûi tích treân caû maët phaúng C .

Moät ñònh nghóa khaùc cuûa haøm giaûi tích ñöôïc cho bôûi keát quaû sau.

Ñònh lyù 1.5.
• Haøm f laø giaûi tích taïi z0 ∈ Ω khi vaø chæ khi toàn taïi moät ñóa môû B(z0, r) ⊂ Ω vaø moät

chuoãi luõy thöøa
∞∑

n=0

an(z − z0)
n hoäi tu veà f(z) vôùi moïi z ∈ B(z0, r).

• Haøm f laø giaûi tích treân ñóa B(z0, r) ⊂ Ω khi vaø chæ khi toàn taïi moät chuoãi luõy thöøa
∞∑

n=0

an(z − z0)
n hoäi tuï veà f(z) vôùi moïi z ∈ B(z0, r).

Töø keát quaû treân ta nghieäm ñöôïc tính chaát sau.

Ñònh lyù 1.6. Cho haøm f laø giaûi tích treân ñóa ñoùng B(z0, r) ⊂ Ω. Neáu phöông trình
f(z) = 0 coù voâ haïn nghieäm treân B(z0, r) thì f(z) = 0 vôùi moïi z ∈ B(z0, r).

Noùi caùch khaùc, neáu moät haøm giaûi tích khoâng ñoàng nhaát baèng 0 treân moät ñóa thì noù
chæ coù theå coù höõu haïn khoâng ñieåm treân ñóa ñoù. Do ñoù, neáu moät haøm nguyeân khoâng
ñoàng nhaát baèng 0 thì soá khoâng ñieåm cuûa noù chæ coù theå laø höõu haïn hoaëc ñeám ñöôïc.
Tuy nhieân, trong tieåu luaän naøy chuùng ta coøn muoán öôùc löôïng ñoä ño taäp hôïp caùc ñieåm
z treân moät ñóa sao cho |f(z)| nhoû. Chuùng ta seõ duøng keát quaû sau ñaây (xem [3], muïc
11.3, Theorem 4).

Ñònh lyù 1.7. Cho f(z) laø moät haøm giaûi tích treân ñóa {z : |z| ≤ 2eR}, |f(0)| = 1, vaø η laø
moät soá döông nhoû tuøy yù. Thì ta coù ñaùnh giaù

ln |f(z)| > − ln(
15e3

η
). ln(Mf (2eR))

vôùi moïi z trong ñóa {z : |z| ≤ R} ngoaïi tröø 1 taäp hôïp caùc ñóa (Cj) coù toång caùc baùn kính∑
rj ≤ ηR. ÔÛ ñaây ta kí hieäu Mf (r) = max

|z|=r
|f(z)|.

Keát quaû naøy coù theå giaûi thích moät caùch hình aûnh laø neáu modul cuûa moät haøm giaûi
tích khoâng taêng quaù nhanh (töùc laø Mf (2eR) khoâng quaù lôùn) thì noù cuõng khoâng giaûm
quaù nhanh veà 0 (töùc laø |f(z)| khoâng quaù nhoû).
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1.3. Bieán ñoåi Fourier

Ñeå ngaén goïn, ta trình baøy bieán ñoåi Fourier döôùi daïng moät ñònh lyù. Chi tieát hôn coù
theå tham khaûo trong nhieàu taøi lieäu, chaúng haïn [9].
ÔÛ ñaây ta xeùt khoâng gian RN vôùi N nguyeân döông tuøy yù.

Ñònh lyù 1.8. Coù moät bieán ñoåi tuyeán tính lieân tuïc F : L2(RN ) → L2(RN ) thoûa maõn caùc
ñieàu sau
(i) Neáu f ∈ L1(RN ) ∩ L2(RN ) thì

F (f)(ξ) =

∫

RN

f(x)e−ix·ξdx.

(ii) ‖F (f)‖L2(Ω) = (2π)N/2 ‖f‖L2(Ω) .

(iii) F−1(f)(ξ) = (2π)−NF (f)(−ξ).

AÙnh xaï F trong ñònh lyù treân ñöôïc goïi laø bieán ñoåi Fourier trong RN . Ñaúng thöùc (ii)
ñöôïc goïi laø ñaúng thöùc Plancherel−Parseval.
Chuù yù laø cho duø moät haøm chæ nhaän giaù trò thöïc thì bieán ñoåi Fourier cuûa noù cuõng

coù theå nhaän giaù trò phöùc. Trong tröôøng hôïp RN = R vaø f coù giaù compact, thì F (f) coù
theå môû roäng thaønh moät haøm nguyeân treân C .

Ñònh lyù 1.9. Cho f ∈ L1(R), f coù giaù compact. Thì f̂ : C → C xaùc ñònh bôûi

f̂ (z) =

∞∫

−∞

f(t)e−itzdt

laø moät haøm nguyeân.

Chöùng minh. Giaû söû giaù cuûa f chöùa trong [a, b]. Vôùi moïi z ∈ C ta coù

lim
zn→z

f̂(zn) − f̂ (z)

zn − z
= lim

zn→z

b∫

a

f(t)
e−itzn − e−itz

zn − z
dt = −i

b∫

a

f(t)te−itzdt

theo ñònh lyù Hoäi tuï bò chaën Lebesgue. Ñieàu naøy chöùng toû f̂ laø moät haøm nguyeân.

Ta thaáy bieán ñoåi Fourier ñöôïc ñònh nghóa cho caùc haøm thuoäc L2(RN ), tuy nhieân
baèng caùch thaùc trieån ta cuõng coù theå duøng bieán ñoåi Fourier cho caùc haøm xaùc ñònh treân
taäp bò chaën. Keát quaû sau ñaây chæ ra moät ”phieân baûn” cuûa bieán ñoåi Fourier maø ta seõ
duøng trong tieåu luaän.

Ñònh lyù 1.10. Cho a ∈ R, Q laø moät taäp con ño ñöôïc trong RN (N ≥ 1), vaø w laø haøm
thöïc trong L1(Q) ∩ L2(Q). Thì

∫

RN

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) sin(a +

N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα = 2N−1πN ‖w‖2
L2(Q) .
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Chöùng minh. Tröôùc heát ta chöùng minh cho tröôøng hôïp a = 0. Ñaët w̃ : RN → R

w̃(x) =





w(x) − w(−x) neáu x,−x ∈ Q,

w(x) neáu x ∈ Q,−x /∈ Q,

−w(−x) neáu x /∈ Q,−x /∈ Q,

0 neáu x,−x /∈ Q.

Thì w̃ ∈ L1(RN ) ∩ L2(RN ) vaø

F (w̃)(α) = 2i

∫

Q

w(x) sin(
N∑

k=1

αkxk)dx

trong ñoù F laø bieán ñoåi Fourier trong RN . Söû duïng ñaúng thöùc Parseval, ta coù

∫

RN

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) sin(
N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα =
1

4
‖F (w̃)‖2

L2(Rn) =
(2π)N

4
‖w̃‖2

L2(RN) = 2N−1πN ‖w‖2
L2(Q) .

Töông töï, ta cuõng coù

∫

RN

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) cos(
N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα = 2N−1πN ‖w‖2
L2(Q) .

Baây giôø chuù yù raèng
∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) sin(a +
N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

= (cos(a))2

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) sin(
N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

+ (sin(a))2

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) cos(
N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

+ v(α)

trong ñoù

v(α) = sin(2a).

∫

Ω

w(x) sin(
N∑

k=1

αkxk)dx.

∫

Ω

w(x) cos(
N∑

k=1

αkxk)dx.

Do v(−α) = −v(α) vôùi moïi α ∈ Rn , ta coù
∫

Rn

v(α)dα = 0. Vaäy

∫

RN

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x) sin(a +
N∑

k=1

αkxk)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα

= (cos(a))2.2N−1πn ‖w‖2
L2(Q) + (sin(a))2.2N−1πn ‖w‖2

L2(Q) = 2N−1πN ‖w‖2
L2(Q) .
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1.4. Baøi toaùn khoâng chænh vaø vaán ñeà chænh hoùa

Nhöõng baøi toaùn phöông trình ñaïo haøm rieâng (ñaëc bieät laø nhöõng baøi toaùn coù nguoàn
goác töø vaät lyù) thöôøng coù daïng tìm nghieäm töø döõ lieäu cho tröôùc. Xuaát phaùt töø yù nghóa
thöïc teá cuûa baøi toaùn, theo Hadamard (xem [10], muïc 1.2), moät baøi toaùn ñöôïc goïi laø chænh
(well−posed) neáu coù ba tính chaát

• Tính toàn taïi (existence): baøi toaùn coù nghieäm.
• Tính duy nhaát (unique): baøi toaùn coù nhieàu nhaát moät nghieäm.
• Tính oån ñònh (stability): nghieäm phuï thuoäc lieân tuïc vaøo döõ lieäu.

Moät baøi toaùn ñöôïc goïi laø khoâng chænh (ill−posed) neáu thieáu moät trong ba tính chaát
treân. Veà maët toaùn hoïc, vieäc toàn taïi nghieäm coù theå ñaït ñöôïc baèng caùch môû roäng khoâng
gian nghieäm. Chaúng haïn, yù töôûng tìm nghieäm theo nghóa phaân boá (distribution) cuûa
phöông trình ñaïo haøm rieâng laø moät ví duï. Neáu baøi toaùn coù nhieàu hôn moät nghieäm thì
thöôøng laø thoâng tin veà nghieäm bò thieáu, vaø baèng nhöõng thoâng tin boå sung ta seõ thu
ñöôïc nghieäm duy nhaát. Yeâu caàu quan troïng nhaát laø söï oån ñònh cuûa nghieäm, bôûi neáu
thieáu ñieàu naøy naøy thì moät sai soá duø nhoû cuûa döõ lieäu cuõng coù theå daãn tôùi moät sai soá
lôùn cuûa nghieäm. Ñieàu naøy laøm cho chuùng ta khoâng theå naøo tính ñöôïc nghieäm (duø laø
xaáp xæ), bôûi moïi döõ lieäu coù ñöôïc do ño ñaïc ñeàu phaûi ñi keøm vôùi sai soá.
Ñeå khaéc phuïc tính khoâng chænh cuûa baøi toaùn, ta phaûi thöïc hieän coâng vieäc chænh

hoùa (regularization). Ñeå deã hình dung, ta haõy giaû söû baøi toaùn ñaët ra nhö sau: neáu coù döõ
lieäu chính xaùc Iex thì ta seõ coù duy nhaát moät nghieäm chính xaùc laø uex, tuy nhieân ta chæ
coù döõ lieäu xaáp xæ Iε vaø nhieäm vuï cuûa chuùng ta laø töø döõ lieäu xaáp xæ Iε phaûi xaây döïng uε

xaáp xæ vôùi nghieäm chính xaùc uex. Taát nhieân, caùch ñaët uε laø tuøy yù vaø khoâng nhaát thieát
thoûa maõn baøi toaùn ban ñaàu öùng vôùi döõ lieäu Iε.
Moät caùch chính xaùc, ta coù caùc ñònh nghóa sau.

Ñònh nghóa 1.8. Cho hai khoâng gian ñònh chuaån X,Y vaø moät aùnh xaï K : X → Y
(tuyeán tính hoaëc phi tuyeán). Phöông trình Kx = y ñöôïc goïi laø chænh neáu ba tính chaát
sau ñöôïc thoûa
1. Toàn taïi: vôùi moãi y ∈ Y ñeàu coù ít nhaát moät x ∈ X thoûa maõn Kx = y.
2. Duy nhaát: vôùi moãi y ∈ Y ñeàu coù nhieàu nhaát moät x ∈ X thoûa maõn Kx = y.
3. OÅn ñònh: neáu Kxn → Kx thì xn → x.
Phöông trình ñöôïc goïi laø khoâng chænh neáu thieáu ít nhaát moät trong ba tính chaát treân.

Ñònh nghóa 1.9. Cho hai khoâng gian ñònh chuaån X,Y vaø moät aùnh xaï K : X → Y
(tuyeán tính hoaëc phi tuyeán).
• Moät lôøi giaûi chænh hoùa cuûa phöông trình Kx = y laø moät hoï caùc aùnh xaï Rδ : Y →
X, δ > 0, sao cho lim

δ→0
RδKx → x,∀x ∈ X .

• Moät tham soá chænh hoùa δ = δ(ε) goïi laø chaáp nhaän ñöôïc neáu vôùi moïi y, yε thoûa maõn
||yε − Kx||Y ≤ ε, ∀ε > 0, thì lim

ε→0
Rδ(ε)yε = x.

Töø ñònh nghóa, ta thaáy raèng ñeå coù theå xaây döïng moät lôøi giaûi chænh hoùa cho phöông
trình Kx = y thì tröôùc heát K phaûi laø ñôn aùnh. Do ñoù, moät nguyeân taéc chung laø phaûi
chöùng minh tính duy nhaát tröôùc khi xaây döïng lôøi giaûi chænh hoùa.
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Chöông 2

CAÙC KEÁT QUAÛ CHÍNH

2.1. Phaùt bieåu baøi toaùn

Cho Ω = (0, 1) × (0, 1) vaø T > 0. Chuùng ta xem xeùt baøi toaùn tìm moät caëp (u, f)
thoûa maõn heä phöông trình

∂2uj

∂t2
= µ∆uj + (λ + µ)

∂

∂xj
div(u) + ϕ(t)fj(x),∀j ∈ {1, 2} (1)

vôùi (x, t) ∈ Ω × (0, T ), ôû ñaây µ, λ laø caùc haèng soá thöïc thoûa maõn µ > 0 vaø λ + 2µ > 0.
Vì bieân cuûa vaät theå ñaøn hoài bò giöõ coá ñònh neân haøm u = (u1, u2) thoûa maõn ñieàu

kieän bieân
(u1(x, t), u2(x, t)) = (0, 0), x ∈ ∂Ω. (2)

Hôn nöõa, caùc ñieàu kieän ñaàu vaø cuoái ñaët leân u ñöôïc cho treân Ω





(u1(x, 0), u2(x, 0)) = (u01(x), u02(x)),(
∂u1

∂t
(x, 0),

∂u2

∂t
(x, 0)

)
= (u∗

01(x), u∗
02(x)),

(u1(x, T ), u2(x, T )) = (uT1(x), uT2(x)).

(3)

Cuoái cuøng, söùc caêng beà maët ñöôïc cho treân ∂Ω

{
n1σ1 + n2τ = X1,

n2σ2 + n1τ = X2.
(4)

Chuùng ta seõ giaû söû döõ lieäu cuûa heä (1) − (4) laø

I = (ϕ,X, u0, u
∗
0, uT ) ∈

(
L1(0, T ), (L1(0, T, L1(∂Ω)))2, (L1(Ω))2, (L1(Ω))2, (L1(Ω))2

)

ñöôïc cho khoâng chính xaùc bôûi chuùng laø döõ lieäu ño ñöôïc. Khi ñoù, heä (1) − (4) thöôøng
laø voâ nghieäm, hôn nöõa neáu nghieäm toàn taïi thì noù cuõng khoâng phuï thuoäc lieân tuïc vaøo
döõ lieäu. Do ñoù, coâng vieäc chænh hoùa laø caàn thieát. Goïi Iex laø döõ lieäu chính xaùc öùng vôùi
nghieäm chính xaùc (noùi chung laø khoâng bieát) cuûa heä (1) − (4) , thì töø döõ lieäu Iε ñöôïc
cho xaáp xæ Iex, chuùng ta seõ xaây döïng moät nghieäm chænh hoùa fε (khoâng nhaát thieát thoûa
maõn heä (1) − (4)) xaáp xæ fex .

2.2. Caùc keát quaû chính
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Ñeå cho goïn, vôùi moãi ξ = (ξ1, ξ2), ζ = (ζ1, ζ2) ∈ R2, ta ñaët ξ · ζ = ξ1ζ1 + ξ2ζ2 vaø
|ξ| =

√
ξ · ξ .

Tröôùc heát chuùng ta coù Boå ñeà sau.

Boå ñeà 2.1. Giaû söû u ∈ (C2([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;H2(Ω)))2, f ∈ (L2(Ω))2 thoûa maõn heä
(1) − (4) öùng vôùi döõ lieäu I. Thì vôùi moïi α = (α1, α2) ∈ R2\{0}, ta coù

2D(I).

∫

Ω

fj(x). cos(α · x)dx = gj(I),

vôùi moãi j ∈ {1, 2}, trong ñoù

D(I) = D1(I).D2(I),

gj(I) =
2

|α|2 (αjD2(I)h0 + D1(I)hj),

vôùi

D1(I) =

T∫

0

ϕ(T − t) sin(
√

λ + 2µ |α| t)dt,

D2(I) =

T∫

0

ϕ(T − t) sin(
√

µ |α| t)dt,

h0(I) = − sin(
√

λ + 2µ|α|T ).

∫

Ω

(α · u∗
0). cos(α · x)dx

+
√

λ + 2µ.|α|.
∫

Ω

(α · uT ). cos(α · x)dx

−
√

λ + 2µ.|α|. cos(
√

λ + 2µ|α|T ).

∫

Ω

(α · u0). cos(α · x)dx

−
T∫

0

∫

∂Ω

sin(
√

λ + 2µ|α|(T − t))(α · X). cos(α · x)dωdt,

hj(I) = − sin(
√

µ|α|T ).

∫

Ω

(|α|2u∗
0j − αj(α · u∗

0)). cos(α · x)dx

+
√

µ.|α|.
∫

Ω

(|α|2uTj − αj(α · uT )). cos(α · x)dx

−√
µ.|α|. cos(√µ|α|T ).

∫

Ω

(|α|2u0j − αj(α · u0)). cos(α · x)dx

−
T∫

0

∫

∂Ω

sin(
√

µ|α|(T − t))(|α|2Xj − αj(α · X)). cos(α · x)dωdt.
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Töø Boå ñeà treân, chuùng ta thaáy caàn phaûi khaûo saùt haøm soá

D(I)(α) =

T∫

0

ϕ(T − t) sin(
√

λ + 2µ |α| t)dt.

T∫

0

ϕ(T − t) sin(
√

µ |α| t)dt.

Coù theå thaáy baèng tröïc giaùc raèng baøi toaùn cuûa chuùng ta khoâng oån ñònh taïi laân caän caùc
khoâng ñieåm cuûa haøm naøy. Tuy nhieân, söû duïng yù töôûng töø Theorem 4 cuûa [17] veà tính
chaát cuûa haøm giaûi tích, ta seõ chæ ra neáu ϕ 6≡ 0 thì D(I) khaùc 0 haàu heát treân R2, hôn
nöõa taäp hôïp maø D(I) ”gaàn 0” laø ”khaù nhoû”. Ta coù keát quaû sau.

Boå ñeà 2.2. Cho τ, q laø caùc haèng soá döông, ϕ0 ∈ L1(0, T )\{0} vaø D(ϕ0, τ ) : R2 → R

D(ϕ0, τ )(α) =

T∫

0

ϕ0(t) sin(
√

τ |α|t)dt.

Thì D(ϕ0, τ ) 6= 0 vôùi a.e α ∈ R2. Hôn nöõa, neáu ta ñaët

Rε =
q

7eT
.

ln(ε−1)

ln(ln(ε−1))
, ∀ε > 0,

thì ñoä ño Lebesgue cuûa taäp hôïp

B(ϕ0, τ, ε) = {α ∈ B(0, Rε), |D(ϕ0, τ )(α)| ≤ εq}

nhoû hôn R−1
ε vôùi ε > 0 ñuû nhoû. ÔÛ ñaây B(0, Rε) laø quaû caàu môû trong R2 .

Töø Boå ñeà 2.1 vaø Boå ñeà 2.2 chuùng ta coù ngay keát quaû sau ñaây veà tính duy nhaát nghieäm.

Ñònh lyù 2.1. Cho u, u∗ ∈ (C2([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)))2, f, f∗ ∈ (L2(Ω))2. Giaû
söû (u, f), (u∗, f∗) ñeàu thoûa maõn heä (1) − (4) öùng vôùi cuøng moät döõ lieäu I vôùi ϕ 6≡ 0. Thì

(u, f) = (u∗, f∗).

Baây giôø goïi (uex, fex) laø nghieäm chính xaùc cuûa heä (1) − (4) öùng vôùi döõ lieäu chính
xaùc Iex = (ϕex,Xex, u

ex
0 , u∗ex

0 , uex
T ). Chuùng ta seõ luoân giaû söû raèng

(uex, fex, ϕex) ∈
((

C2([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2([0, T ];H2(Ω))
)2

, (L2(Ω))2, L1(0, T )\{0}
)
(5)

Khi ñoù theo Boå ñeà 2.1 thì vôùi moãi j ∈ {1, 2} ta coù

F (f̃jex)(α) = 2

∫

Ω

fjex(x) cos(α · x)dx =
gj(Iex)

D(Iex)

vôùi a.e α ∈ R2. ÔÛ ñaây gj , D ñöôïc ñònh nghóa nhö trong Boå ñeà 2.1, f̃jex : R2 → R xaùc
ñònh bôûi f̃jex(x) = χ(Ω)fjex(x) + χ(−Ω)fjex(−x), χ kí hieäu cho haøm ñaëc tröng cuûa taäp
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hôïp, vaø F kí hieäu cho bieán ñoåi Fourier trong R2.
Cho döõ lieäu xaáp xæ Iε = (ϕ,X, u0, u

∗
0, uT ) thoûa maõn

‖ϕ − ϕex‖L1(0,T ) ≤ ε,
∥∥Xj − Xex

j

∥∥
L1(0,T,L1(∂Ω))

≤ ε,
∥∥u0j − uex

0j

∥∥
L1(Ω)

≤ ε,
∥∥u∗

0j − u∗ex
0i

∥∥
L1(Ω)

≤ ε,
∥∥uTj − uex

Tj

∥∥
L1(Ω)

≤ ε, ∀j ∈ {1, 2}.
(6)

Chuùng ta seõ xaây döïng moät nghieäm chænh hoùa fε = (f1ε, f2ε) coù bieán ñoåi Fourier laø

F (fjε)(α) = χ(B(0, Rε)).
gj(Iε).D(Iε)

δε + (D(Iε))
2

vôùi α ∈ R2 ,trong ñoù caùc tham soá ñöôïc choïn nhö sau

q =
1

7
, δε = ε

1+6q
2 , Rε =

q

7eT
.

ln(ε−1)

ln(ln(ε−1))
. (7)

Chuùng ta coù

Ñònh lyù 2.2. Cho (uex, fex) laø nghieäm chính xaùc cuûa heä (1) − (4) öùng vôùi döõ lieäu chính
xaùc Iex . Neáu (uex, fex) thoûa maõn (5) thì töø döõ lieäu xaáp xæ Iε thoûa maõn (6), chuùng ta coù
theå xaây döïng moät nghieäm xaáp xæ fε ∈ (C(Ω))2 sao cho vôùi j ∈ {1, 2} thì

lim
ε→0

‖fjε − fjex‖L2(Ω) = 0.

Hôn nöõa, neáu giaû söû theâm raèng fex ∈ (H1(Ω))2 thì vôùi j ∈ {1, 2} ta coù ñaùnh giaù sai soá

‖fjε − fjex‖2
L2(Ω) ≤ 49eT

(
66 ‖fjex‖2

H1(Ω) + (2π)−2
)

.
ln(ln(ε−1))

ln(ε−1)

vôùi ε > 0 ñuû nhoû.

2.3. Chöùng minh caùc keát quaû

Chöùng minh Boå ñeà 2.1. Laáy α = (α1, α2) ∈ R2 vaø G = cos(α · x). Chuù yù raèng
vôùi moãi j ∈ {1, 2}, phöông trình thöù j cuûa heä (1) coù theå vieát laïi

∂2uj

∂t2
=

∂σj

∂xj
+

∂τ

∂xk
+ ϕ(t)fj(x)

vôùi k = {1, 2}\j . Laáy tích voâ höôùng (trong L2(Ω)) phöông trình naøy vôùiø G vaø söû duïng
ñieàu kieän (2), ta coù

d

dt2

∫

Ω

ujG =

∫

∂Ω

(njσj + nkτ )Gdω −
∫

Ω

σj
∂G

∂xj
dx −

∫

Ω

τ
∂G

∂xk
dx + ϕ(t)

∫

Ω

fjGdx

=

∫

∂Ω

XjGdω − µ |α|2
∫

Ω

ujGdx − (λ + µ)αj

∫

Ω

(α · u)Gdx + ϕ(t)

∫

Ω

fjGdx.

(8)
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Nhaân (8) vôùi αj , roài laáy toång theo j = 1, 2, ta nhaän ñöôïc

d

dt2

∫

Ω

(α · u)Gdx =

∫

∂Ω

(α · X)Gdω−(λ+2µ)|α|2
∫

Ω

(α · u)Gdx+ϕ(t)

∫

Ω

(α · f)Gdx. (9)

Nhaân (8) vôùi |α|2 vaø nhaân (9) vôùi −αj , roài laáy toång, ta ñöôïc

d

dt2

∫

Ω

(
|α|2 uj − αj. (α · u)

)
Gdx =

∫

∂Ω

(
|α|2 Xj − αj. (α · X)

)
Gdx

−µ |α|2
∫

Ω

(
|α|2 uj − αj . (α · u)

)
Gdx + ϕ(t)

∫

Ω

(
|α|2 fj − αj. (α · f)

)
Gdx.

(10)

Baây giôø ta quan saùt (9) vaø (10) nhö laø caùc phöông trình vi phaân coù daïng

y′′ + η2y = h(t), (11)

trong ñoù η laø moät haèng soá thöïc vaø y(0), y′(0), y(T ) ñaõ cho tröôùc. Laáy tích voâ höôùng
(trong L2(0, T )) cuûa (11) vôùi sin(η(T − t)), ta coù

−y′(0)sin(ηT ) + ηy(T )− ηy(0)cos(ηT ) =

T∫

0

h(T − t) sin(ηt)dt. (12)

AÙp duïng (12) vaøo (9) vôùi η =
√

(λ + 2µ)|α| vaø y =
∫
Ω

(α · u).Gdx, ta ñöôïc

D1(I).

∫

Ω

(α · f).Gdx = h0(I), (13)

trong ñoù D1(I), h0(I) ñöôïc xaùc ñònh trong phaùt bieåu theo Boå ñeà 2.1.
Töông töï, aùp duïng (12) vaøo (10) vôùi η =

√
µ|α| vaø y =

∫
Ω

(|α|2uj − αj.(α · u)).Gdx, vôùi

j ∈ {1, 2} ta ñöôïc
D2(I).

∫

Ω

(|α|2fj − αj(α · f)).Gdx = hj(I), (14)

trong ñoù D2(I), hj(I) ñöôïc xaùc ñònh trong phaùt bieåu theo Boå ñeà 2.1.
Nhaân (13) vôùi αjD2(I) vaø nhaân (14) vôùi D1(I), roài laáy toång, ta thu ñöôïc keát quaû

cuûa Boå ñeà 2.1.

Chöùng minh Boå ñeà 2.2. Ñaët ϕ̃0 : R → R

ϕ̃0(t) =
1

2





ϕ0(t) t ∈ (0, T ),

−ϕ0(−t) t ∈ (−T, 0),

0 t /∈ (−T, T ).
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vaø φ : C → C

φ(z) =

∞∫

−∞

e−itzϕ̃0(t)dt =

T∫

−T

e−itzϕ̃0(t)dt.

Thì φ laø moät haøm nguyeân (theo Ñònh lyù 1.9), hôn nöõa D(ϕ0, τ )(α) = iφ(
√

τ |α|). Vì
ϕ̃0 6≡ 0 neân bieán ñoåi Fourier (treân R) cuûa noù cuõng khaùc 0. Do ñoù, φ laø moät haøm nguyeân
khoâng ñoàng nhaát baèng 0. Suy ra taäp hôïp khoâng ñieåm cuûa noù laø höõu haïn hoaëc ñeám
ñöôïc (theo Ñònh lyù 1.6), vaø noùi rieâng ta coù D(ϕ0, τ )(α) 6= 0 vôùi a.e α ∈ R2.
Ñeå ñaùnh giaù ñoä ño cuûa B(ϕ0, τ, ε), chuùng ta seõ duøng Ñònh lyù 1.7. Do φ laø moät haøm

nguyeân khoâng ñoàng nhaát baèng 0 neân toàn taïi z0 ∈ (0, 1) sao cho |φ(z0)| = C1 > 0. Ta
ñaët φ1 : C → C

φ1(z) =
φ(z + z0)

C1

.

Thì φ1 laø moät haøm nguyeân, φ1(0) = 1, vaø vôùi moãi z ∈ C, |z| ≤ 2eR,

C1 |φ1(z)| =

∣∣∣∣∣∣

T∫

−T

e−it(z+z0)ϕ̃0(t)

∣∣∣∣∣∣
≤ e2eRT .

T∫

−T

|ϕ̃0(t)| dt = e2eRT ‖ϕ0‖L1(0,T )

Vôùi ε > 0 ñuû nhoû, aùp duïng Ñònh lyù 1.7 vôùi R = Rε + 1 vaø η =

√
τ

8πRR2
ε

, ta coù

ln |φ1(z)| > −
[
ln((Rε + 1)R2

ε) + ln(
120πe3

√
τ

)

]
.

[
2eT (Rε + 1) + ln

(
‖ϕ0‖L1(0,T )

C1

)]

> −7eT.Rε lnRε − ln(C1) > −q ln(ε−1) − ln(C1) = ln(
εq

C1
).

vôùi moïi |z| ≤ Rε +1 ngoaïi tröø moät taäp hôïp caùc ñóa {B(zj, rj)}j∈J coù toång caùc baùn kính∑
ri ≤ ηR =

√
τ

8πR2
ε
.

Do ñoù, ta coù |φ(z)| = C1. |φ1(z − z0)| ≥ εq vôùi moïi |z| ≤ Rε ngoaïi tröø taäp hôïp
∪

j∈J
B(zj + z0, rj) . Suy ra B(ϕ0, τ, ε) chöùa trong taäp hôïp ∪

j∈J
Bj , vôùi

Bj = {α ∈ B(0, Rε),
∣∣√τ |α| − yj

∣∣ ≤ rj}

vaø yj = Re(zj + z0).
Neáu yj >

√
τRε + rj thì Bj = ∅. Neáu yj ≤ rj thì Bj ⊂ B(0,

2rj√
τ
), neân m(Bj) ≤

4πr2
j

τ
.

Neáu rj < yj ≤
√

τRε + rj thì

Bj ⊂ B

(
0,

yj + rj√
τ

)
\B
(

0,
yj − rj√

τ

)

neân
m(Bj) ≤

π(yj + rj)
2

τ
− π(yj − rj)

2

τ
=

4πyjrj

τ
≤ 4π(

√
τRε + rj)rj

τ
.
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Vaäy ta coù

m(B(ϕ, τ, ε)) ≤
∑ 4π(

√
τRε + rj)rj

τ
+
∑ 4πr2

j

τ

≤ 4πRε√
τ

∑
rj +

8π

τ
(
∑

rj)
2

≤ 4πRε√
τ

.

√
τ

8πR2
ε

+
8π

τ
.(

√
τ

8πR2
ε

)2 <
1

Rε

vôùi ε > 0 ñuû nhoû. Boå ñeà 2.2 ñöôïc chöùng minh xong.

Chöùng minh Ñònh lyù 2.1. Ñaët w = u − u∗ vaø v = f − f∗ thì (w, v) thoûa maõn heä
(1) − (4) öùng vôùi döõ lieäu

I = (ϕ, (0, 0), (0, 0), (0, 0), (0, 0)).

Ñaët ṽj : R2 → R ñònh nghóa bôûi ṽj(x) = χ(Ω)vj(x) + χ(−Ω)vj(−x). Do Boå ñeà 2.1, vôùi
moãi j ∈ {1, 2} vaø α ∈ R2\{0}, ta coù

D(I).F (ṽj)(α) = 2D(I).

∫

Ω

vj(x) cos(α · x)dx = gj(I) = 0.

AÙp duïng Boå ñeà 2.2 vôùi ϕ0(t) = ϕ(T − t), ta ñöôïc D(I) 6= 0 vôùi a.e α ∈ R2. Do ñoù
F (ṽj) ≡ 0, vaø noù keùo theo ṽj ≡ 0. Vaäy v ≡ (0, 0). Suy ra w thoûa maõn

∂2w

∂t2
= µ∆w + (λ + µ)∇ (div(w)) . (15)

Laáy tích voâ höôùng (trong (L2(Ω))2) cuûa (15) vaø ∂w/∂t, ta ñöôïc

1

2
.
d

dt

2∑

j=1

∥∥∥∥
∂wj

∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

= −µ

2
.
d

dt

2∑

j=1

‖∇wj‖2
L2(Ω) −

λ + µ

2
.
d

dt
‖div(w)‖2

L2(Ω) .

Tích phaân ñaúng thöùc naøy treân (0, t), ta coù
2∑

j=1

∥∥∥∥
∂wj

∂t

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ µ
2∑

j=1

‖∇wj‖2
L2(Ω) + (λ + µ) ‖div(w)‖2

L2(Ω) = 0 (16)

vôùi moïi t ∈ (0, T ). Duøng ñieàu kieän (2), ta coù

‖div(w)‖2
L2(Ω) =

2∑

j=1

∥∥∥∥
∂wj

∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ 2

∫

Ω

∂w1

∂x1
.
∂w2

∂x2

=
2∑

j=1

∥∥∥∥
∂wj

∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ 2

∫

Ω

∂w1

∂x2

.
∂w2

∂x1

≤
2∑

j=1

∥∥∥∥
∂wj

∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+

(∥∥∥∥
∂w1

∂x2

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥
∂w2

∂x1

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)

=
2∑

j=1

‖∇wj‖2
L2(Ω).
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Do µ > 0 vaø λ + 2µ > 0, baát ñaúng thöùc treân daãn ñeán

µ
2∑

j=1

‖∇wj‖2
L2(Ω) + (λ + µ) ‖div(w)‖2

L2(Ω) ≥ 0.

Töø (16), chuùng ta thu ñöôïc ∂w/∂t = (0, 0). Maø w(x, 0) = (0, 0) neân ñieàu naøy chöùng toû
w ≡ (0, 0). Ñònh lyù chöùng minh xong.

Ñeå chöùng minh keát quaû chænh hoùa, chuùng ta caàn moät soá Boå ñeà chuaån bò.

Boå ñeà 2.3. Cho (uex, fex) laø nghieäm chính xaùc cuûa heä (1)− (4) öùng vôùi döõ lieäu chính xaùc
Iex thoûa maõn (5), vaø döõ lieäu xaáp xæ Iε thoûa maõn (6). Söû duïng caùc tham soá ñònh nghóa ôû
(7), ta ñaët

Gj(Iε) = χ(B(0, Rε)).
gj(Iε)D(Iε)

δε + (D(Iε))
2 .

Thì vôùi moãi j ∈ {1, 2} ta coù Gj(Iε) ∈ L1(R2) ∩ L2(R2), hôn nöõa toàn taïi moät haèng soá C0

chæ phuï thuoäc Iex sao cho vôùi moïi ε ∈ (0, e−e) ta coù
∣∣∣Gj(Iε) − F (f̃jex)

∣∣∣

≤ χ(B(0, Rε))C0Rεε
1−6q

2 + 2χ(Bε) ‖fjex‖L2(Ω) + χ(R2\B(0, Rε))
∣∣∣F (f̃jex)

∣∣∣ ,

trong ñoù Bε = {α ∈ B(0, Rε), |D(Iex)(α)| ≤ ε2q}.

Chöùng minh. Ñaàu tieân, ta chæ ra raèng toàn taïi moät haèng soá C2 > 0 chæ phuï thuoäc vaøo
Iex sao cho vôùi moïi ε ∈ (0, e−e), r > r0 = q/(9T ), j ∈ {1, 2},

‖D(Iex)‖L∞(R2) ≤ C2,

‖D(Iε) − D(Iex)‖L∞(R2) ≤ C2ε

‖gj(Iex)‖L∞(B(0,r)) ≤ C2r,

‖gj(Iε) − gj(Iex)‖L∞(B(0,r)) ≤ C2rε.

Nhaéc laïi laø D1(I),D2(I), h0(I), hj(I) ñöôïc xaùc ñònh theo Boå ñeà 2.1. Ta coù

|Dk(Iex)| ≤ ‖ϕex‖L1(0,T ) ,

|Dk(Iε) − Dk(Iex)| ≤ ‖ϕε − ϕex‖L1(0,T ) ≤ ε,

vôùi moïi α ∈ R2 vaø k ∈ {1, 2}. Suy ra |D(Iex)| ≤ ‖ϕex‖2
L1(0,T ) vaø

|D(Iε) −D(Iex)|
= |D1(Iε) − D1(Iex)| . |D2(Iε)| + |D1(Iex)| . |D2(Iε) − D2(Iex)|
≤ ε.(‖ϕex‖L1(0,T ) + ε) + ‖ϕex‖L1(0,T ) .ε ≤ (2 ‖ϕex‖L1(0,T ) + e−e).ε.

Baèng caùch tính toaùn tröïc tieáp, ta coù α ∈ B(0, r)\{0} thì
|αjh0(Iex)| ≤ C3r |α|2 ,

|αj(h0(Iε) − h0(Iex))| ≤ C3r |α|2 ε,

|hj(Iex)| ≤ C3r |α|2 ,

|hj(Iε) − hj(Iex)| ≤ C3r |α|2 ε,
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vôùi moãi j ∈ {1, 2}, ôû ñaây C3 laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo Iex. Do ñoù

|gj(Iex)| ≤
|αjh0(Iex)|

|α|2
. |D2(Iex)| +

|hj(Iex)|
|α|2

. |D1(Iex)| ≤ 2C3 ‖ϕex‖L1(0,T ) r

vaø
|gj(Iε) − gj(Iex)|

≤ |αj(h0(Iε) − h0(Iex))|
|α|2

. |D2(Iε)|+
|αjh0(Iex)|

|α|2
. |D2(Iε) − D2(Iex)|

+
|hj(Iε) − h0(Iex)|

|α|2
. |D1(Iε)| +

|hj(Iex)|
|α|2

. |D1(Iε) −D1(Iex)|

≤ C3rε.
(
‖ϕex‖2

L1(0,T ) + ε
)

+ C3r.ε + C3rε.
(
‖ϕex‖2

L1(0,T ) + ε
)

+ C3r.ε

≤ 2C3

(
‖ϕex‖2

L1(0,T ) + e−e + 1
)

rε.

Trôû laïi Boå ñeà 2.3, vôùi moãi j ∈ {1, 2}, ta coù Gj(Iε) ∈ L1(R2) ∩ L2(R2) bôûi vì giaù cuûa
Gj(Iε) chöùa trong B(0, Rε) vaø Gj(Iε) ∈ L∞(R2). Hôn nöõa

∣∣∣Gj(Iε) − F (f̃jex)
∣∣∣

≤ χ(B(0, Rε))

∣∣∣∣
gj (Iε) D(Iε)

δε + (D(Iε))
2 − gj (Iex) D(Iex)

δε + (D(Iex))
2

∣∣∣∣

+χ(B(0, Rε))

∣∣∣∣
gj (Iex)D(Iex)

δε + (D(Iex))
2 − gj (Iex)

D(Iex)

∣∣∣∣

+χ(R2\B(0, Rε)).
∣∣∣F (f̃jex)

∣∣∣ .

Chuùng ta seõ ñaùnh giaù töøng soá haïng ôû veá phaûi. Ta coù
∣∣∣∣
gj (Iε)D(Iε)

δε + (D(Iε))
2 − gj (Iex)D(Iex)

δε + (D(Iex))
2

∣∣∣∣

≤ δε |gj (Iε)D(Iε) − gj (Iex)D(Iex)|(
δε + (D(Iε))

2
) (

δε + (D(Iex))
2
)

+
|D(Iε)| . |D(Iex)| . |gj (Iε)D(Iex) − gj (Iex)D(Iε)|(

δε + (D(Iε))
2) (δε + (D(Iex))

2)

≤ |gj (Iε) D(Iε) − gj (Iex)D(Iex)|
δε

+
|gj (Iε) D(Iex) − gj (Iex)D(Iε)|

δε
.

Neáu ε ∈ (0, e−e) thì Rε > r0, do ñoù vôùi moïi α ∈ B(0, Rε) ta coù

|gj(Iε)D(Iε) − gj(Iex)D(Iex)|
≤ |gj(Iε) − gj(Iex)| . |D(Iε)| + |gj(Iex)| . |D(Iε) − D(Iex)|
≤ C2Rεε.(C2 + ε) + C2Rεε

≤ (C2 + 1)2Rεε,
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vaø töông töï
|gj(Iε)D(Iex) − gj(Iex)D(Iε)| ≤ (C2 + 1)2Rεε.

Do ñoù vôùi moïi ε ∈ (0, e−e) ta coù theå ñaùnh giaù soá haïng ñaàu tieân

χ(B(0, Rε))

∣∣∣∣
gj (Iε)D(Iε)

δε + (D(Iε))
2 − gj (Iex)D(Iex)

δε + (D(Iex))
2

∣∣∣∣ ≤ χ(B(0, Rε)).
2(C2 + 1)2Rεε

δε
.

Xeùt soá haïng thöù hai, ta coù
∣∣∣∣
gj (Iex)D(Iex)

δε + (D(Iex))
2 − gj (Iex)

D(Iex)

∣∣∣∣ =
δε |gj (Iex)|(

δε + (D(Iex))
2) . |D(Iex)|

.

Vôùi moïi α ∈ R2 ta luoân coù

δε |gj (Iex)|(
δε + (D(Iex))

2) . |D(Iex)|
≤
∣∣∣∣
gj (Iex)

D(Iex)

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

fjex(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 2 ‖fjex‖L2(Ω) .

Hôn nöõa, trong tröôøng hôïp α ∈ B(0, Rε)\Bε thì

δε |gj (Iex)|(
δε + (D(Iex))

2) . |D(Iex)|
≤ δε |gj (Iex)|

|D(Iex)|3
≤ δεC2Rε

ε6q
.

Do ñoù vôùi moïi ε ∈ (0, e−e) ta coù theå ñaùnh giaù soá haïng thöù hai

χ(B(0, Rε))

∣∣∣∣
gj (Iex)D(Iex)

δε + (D(Iex))
2 − gj (Iex)

D(Iex)

∣∣∣∣ ≤ 2χ(Bε) ‖fjex‖L2(Ω) + χ(B(0, Rε))
δεC2Rε

ε6q
.

Toùm laïi vôùi moïi ε ∈ (0, e−e), we have
∣∣∣Gj(Iε) − F (f̃jex)

∣∣∣ ≤ χ(B(0, Rε))

(
2(C2 + 1)2Rεε

δε
+

δεC2Rε

ε6q

)
+

+2χ(Bε) ‖fjex‖L2(Ω) + χ(R2\B(0, Rε))
∣∣∣F (f̃jex)

∣∣∣ .

Choïn δε = ε
6q+1

2 vaø C0 = 2(C2 + 1)2 + C2, ta hoaøn taát chöùng minh Boå ñeà 2.3.

Roõ raøng laø vôùi moãi j ∈ {1, 2} thì do Ñònh lyù hoäi tuï bò chaën Lebesgue ta coù
χ(R2\B(0, Rε))

∣∣∣F (f̃jex)
∣∣∣ hoäi tuï veà 0 trong L2(R2) khi ε → 0. Tuy nhieân, ñeå ñöa

ra moät ñaùnh giaù töôøng minh thì caàn phaûi coù theâm moät soá thoâng tin tieân nghieäm veà
fex.
Söû duïng Ñònh lyù 1.10, ta seõ chöùng minh keát quaû sau ñaây.

Boå ñeà 2.4. Cho w ∈ H1(Ω) vaø r > π/(2
√

2). Thì

∫

R2\B(0,r)

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα ≤ 72
√

2π

r
‖w‖2

H1(Ω) .
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Chöùng minh. Vì

∫

R2\B(0,r)

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα ≤
2∑

j=1

∫

|αj|≥r/
√

2

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα

neân chöùng minh seõ ñöôïc hoaøn taát moät khi ta chæ ra vôùi moãi j ∈ {1, 2} thì

∫

|αj|≥r/
√

2

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα ≤ 24
√

2π

r

(
‖w‖2

L2(Ω) + 2

∥∥∥∥
∂w

∂xj

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)
.

Ta seõ chöùng minh cho tröôøng hôïp j = 1, vaø tröôøng hôïp coøn laïi töông töï. Ta coù

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx =

1∫

0

[
w(x)

sin(α · x)

α1

]x1=1

x1=0

dx2 −
∫

Ω

∂w

∂x1
.
sin(α · x)

α1
dx

neân ∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

≤ 3

α2
1

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

w(1, x2) sin(α1 + α2x2)dx2

∣∣∣∣∣∣

2

+

+
3

α2
1

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

w(0, x2) sin(α2x2)dx2

∣∣∣∣∣∣

2

+
3

α2
1

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂w

∂x1
. sin(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

.

Do ñoù
∫

|α1|≥r/
√

2

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα

≤ 6

r2

∫

R2

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂w

∂x1

(x). sin(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα

+

∫

|α1|≥r/
√

2

3

α2
1

dα1.

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

w(1, x2) sin(α1 + α2x2)dx2

∣∣∣∣∣∣

2

dα2

+

∫

|α1|≥r/
√

2

3

α2
1

dα1.

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

w(0, x2) sin(α2x2)dx2

∣∣∣∣∣∣

2

dα2

=
12π2

r2

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
6
√

2π

r
‖w(1, .)‖2

L2(0,1) +
6
√

2π

r
‖w(0, .)‖2

L2(0,1) .
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Chuù yù raèng

w(1, x2) =

1∫

0

∂

∂x1

(x1w(x)) dx1 =

1∫

0

(
w(x) + x1

∂w

∂x1

(x)

)
dx1,

ta thu ñöôïc

|w(1, x2)|2 ≤
1∫

0

(
2 |w(x)|2 + 2

∣∣∣∣
∂w

∂x1
(x)

∣∣∣∣
2
)

dx1.

Vaäy
1∫

0

|w(1, x2)|2 dx2 ≤ 2 ‖w‖2
L2(Ω) + 2

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

Töông töï
1∫

0

|w(0, x2)|2 dx2

=

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

∂

∂x1
((1 − x1)w(x)) dx1

∣∣∣∣∣∣

2

dx2

≤
1∫

0

1∫

0

(
2 |w(x)|2 + 2

∣∣∣∣
∂w

∂x1
(x)

∣∣∣∣
2
)

dx1dx2

= 2 ‖w‖2
L2(Ω) + 2

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

Vaäy ta coù

∫

|α1|≥r/
√

2

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

w(x) cos(α · x)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα

≤ 12π2

r2

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
L2(Ω)

+
24
√

2π

r

(
‖w(1, .)‖2

L2(Ω) +

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)

≤ 24
√

2π

r

(
‖w‖2

L2(Ω) + 2

∥∥∥∥
∂w

∂x1

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)
.

Boå ñeà 2.4 chöùng minh xong.

Ghi chuù 1. Baèng caùch töông töï, chuùng ta chöùng minh ñöôïc raèng neáu w ∈ H1(Ω) vaø
r > π/(2

√
2) thì

∫

R2\B(0,r)

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

w(x1, x2) cos(α1x1) cos(α2x2)dx

∣∣∣∣∣∣

2

dα ≤ 16
√

2π

r
‖w‖2

H1(Q) .
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Ñaùnh giaù naøy caûi thieän tröïc tieáp caùc keát quaû trong [16].

Chöùng minh Ñònh lyù 2.2. Nhaéc laïi raèng caùc tham soá q, δε, Rε ñöôïc xaùc ñònh trong
(7), vaø Gj(Iε), Bε ñöôïc xaùc ñònh trong Boå ñeà 2.3. Vôùi moãi j ∈ {1, 2} ta ñònh nghóa
fjε : R2 → R

fjε(ξ) =
1

4π2

∫

R2

Gj(Iε)(α)ei(ξ·α)dα.

AÙp duïng Boå ñeà 2.3 ta coù Gj(Iε) ∈ L1(R2) ∩ L2(R2) , neân fjε ∈ C(R2) ∩ L2(R2) and
F (fjε) = Gj(Iε). Laïi aùp duïng Boå ñeà 2.3, Ta coù vôùi moïi ε ∈ (0, e−e) thì

∣∣∣F (fjε) − F (f̃jex)
∣∣∣

≤ χ(B(0, Rε))C0Rεε
1−6q

2 + 2χ(Bε) ‖fjex‖L2(Ω) + χ(R2\B(0, Rε))
∣∣∣F (f̃jex)

∣∣∣ ,
(17)

trong ñoù C0 laø moät haèng soá döông chæ phuï thuoäc Iex. Ñieàu naøy daãn ñeán
∣∣∣F (fjε) − F (f̃jex)

∣∣∣
2

≤ 2χ(B(0, Rε))C
2
0R

2
εε

1−6q + 4χ(Bε) ‖fjex‖2
L2(Ω) + 2χ(R2\B(0, Rε))

∣∣∣F (f̃jex)
∣∣∣
2

.

Vaäy ∥∥∥F (fjε) − F (f̃jex)
∥∥∥

2

L2(R2)

≤ 2C2
0πR4

εε
1−6q + 4m(Bε) ‖fjex‖2

L2(Ω) + 2

∫

R2\B(0,Rε)

∣∣∣F (f̃jex)
∣∣∣
2

dα.

Vôùi ε > 0 ñuû nhôû, ta coù
2C2

0πR4
εε

1−6q ≤ R−1
ε .

Ngoaøi ra, vì

Bε ⊂ ({α ∈ B(0, Rε), |D1(Iex)(α)| ≤ εq} ∪ {α ∈ B(0, Rε), |D2(Iex)(α)| ≤ εq}) ,

ta aùp duïng Boå ñeà 2.2 (vôùi ϕ0(t) = ϕex(T − t)) suy ra

m(Bε) ≤ 2R−1
ε .

Vaäy vôùi ε > 0 ñuû nhoû thì ta coù
∥∥∥F (fjε) − F (f̃jex)

∥∥∥
2

L2(R2)
≤ 1

Rε

+
8

Rε

‖fjex‖2
L2(Ω) + 2

∫

R2\B(0,Rε)

∣∣∣F (f̃jex)
∣∣∣
2

dαdβ.

Maët khaùc, aùp duïng ñaúng thöùc Parseval ta ñöôïc

‖fjε − fjex‖2
L2(Ω) ≤

∥∥∥fjε − f̃jex

∥∥∥
2

L2(R2)
=

1

4π2

∥∥∥F (fjε) − F (f̃jex)
∥∥∥

2

L2(R2)
.
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Vaäy vôùi ε > 0 ñuû nhoû thì

‖fjε − fjex‖2
L2(Ω) ≤

1

4π2


 1

Rε
+

8

Rε
‖fjex‖2

L2(Ω) + 2

∫

R2\B(0,Rε)

∣∣∣F (f̃jex)
∣∣∣
2

dα


 . (18)

Vì F (f̃jex) ∈ L2(R2) neân töø (18) ta coù ngay

lim
ε→0

‖fjε − fjex‖L2(Ω) = 0.

Baây giôø xeùt khi fjex ∈ H1(Ω). Söû duïng (18) vaø Boå ñeà 2.4, ta coù

‖fjε − fjex‖2
L2(Ω)

≤ 1

4π2

(
1

Rε
+

8

Rε
‖fjex‖2

L2(Ω) + 2.4.
72
√

2π

Rε
‖fjex‖2

H1(Ω)

)

≤
(

66 ‖fjex‖2
H1(Ω) +

1

4π2

)
.

1

Rε

= 49eT

(
66 ‖fjex‖2

H1(Ω) +
1

4π2

)
.
ln(ln(ε−1))

ln(ε−1)
.

vôùi ε > 0 ñuû nhoû. Ñònh lyù chöùng minh xong.

Ghi chuù 2. Chuùng ta cuõng coù theå thay Rε ñònh nghóa trong (7) bôûi

R̃ε = 10
(
ln(ε−1)

)9/10

ñeå xaây döïng moät lôøi giaûi chænh hoùa toát hôn trong tröôøng hôïp ε khoâng quaù nhoû.
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Chöông 3

VÍ DUÏ MINH HOÏA

Ta xeùt moät ví duï cuï theå minh hoïa cho caùc tính toaùn lyù thuyeát ôû Chöông 2.

Xeùt khi T = 1, µ = 1/12, λ = −1/8.

Xeùt döõ lieäu chính xaùc Iex = (ϕ,X, u0, u
∗
0, uT ) cho bôûi

ϕ =
π2

3
sin(πt),

X1 =
π

6
sin(πt). [sin(2πx2)n1 + sin(4πx1)n2] ,

X2 =
π

6
sin(πt). [sin(2πx1)n2 + sin (4πx2)n1] ,

u0 = uT = (0, 0),

u∗
0 = (π sin(4πx1) sin(2πx2), π sin(2πx1) sin(4πx2)) .

Thì lôøi giaûi chính xaùc töông öùng cuûa heä (1) − (4) laø

uex = (sin(πt) sin(4πx1) sin(2πx2), sin(πt) sin(4πx1) sin(2πx2)) ,

fex = (cos(2πx1) cos(4πx2), cos(4πx1) cos(2πx2)) .

Vôùi moãi n = 1, 2, 3, ..., ta xeùt döõ lieäu bò nhieãu In = (ϕn,X
n, un

0 , u
∗n
0 , un

T ) cho bôûi

ϕn = ϕ,

Xn
1 = X1 +

π

12
√

n
sin(πt). [sin(2nπx2)n1 + 2 sin(2nπx1)n2] ,

Xn
2 = X2 +

π

12
√

n
sin(πt). [sin(2nπx1)n2 + 2 sin(2nπx2)n1] ,

un
0 = un

T = (0, 0),

u∗n
0 = u∗

0 +
π

n
√

n
sin(2nπx1) sin(2nπx2) (1, 1) .

Thì lôøi giaûi bò nhieãu töông öùng cuûa heä (1) − (4) laø

un = uex +
1

n
√

n
sin(πt) sin(2nπx1) sin(2nπx2) (1, 1) ,

fn
di = fex +

[(
3

2

√
n − 3

n
√

n

)
sin(2nπx1) sin(2nπx2) +

√
n

2
cos(2nπx1) cos(2nπx2)

]
(1, 1) .
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Ta thaáy
ϕn = ϕ,
∥∥Xn

j (t, .)− Xex
j (t, .)

∥∥
L1(0,T,∂Ω)

=
2

π
√

n
,

un
0 = u0, u

n
T = uT ,

∥∥u∗n
0j − u∗

0j

∥∥
L1(Ω)

=
4

πn
√

n
,∀j ∈ {1, 2},

nghóa laø khi n lôùn thì döõ lieäu bò nhieãu In xaáp xæ döõ lieäu chính xaùc Iex theo nghóa ôû (6).
Tuy nhieân, ta laïi coù vôùi moãi j ∈ {1, 2} thì

∥∥∥f̃n
jdi − fjex

∥∥∥
2

L2(Ω)
=

5

8
n − 9

4n
+

9

4n3
,

nghóa laø khi n lôùn thì lôøi giaûi bò nhieãu coù sai soá lôùn so vôùi lôøi giaûi chính xaùc.
Nhö vaäy, khi n lôùn thì moät sai soá nhoû cuûa döõ lieäu seõ gaây ra moät sai soá lôùn cuûa lôøi

giaûi. Ñieàu naøy chöùng toû ñaây laø baøi toaùn khoâng chænh. Do ñoù moät söï chænh hoùa laø caàn
thieát.

Ta seõ xaây döïng lôøi giaûi chænh hoùa nhö ôû Chöông 2, trong ñoù ta coù söï töông öùng
ε = n−1/2. Tính toaùn cuï theå, ta coù

D(In)(α) =
32π6 sin

(
|α|
2
√

6

)
sin
(

|α|
2
√

3

)

(
|α|2 − 24π2

)
.
(
|α|2 − 12π2

) ,

g1(In)(α) = D(In)(α) × (sin(α1) sin(α2) − (1 − cos(α1))(1 − cos(α2)))×

×
(

2α1α2

(α2
1 − 4π2)(α2

2 − 16π2)
+

√
n(α1α2 + 12π2(2 − n2))

(α2
1 − 4n2π2)(α2

2 − 4n2π2)

)
,

vaø lôøi giaûi chænh hoùa ñöôïc cho bôûi coâng thöùc

fn
1re(x) =

∫

B(0,R̃n)

g1(In)(α).D(In)(α)

δn + (D(In)(α))
2 . cos(α · x)dα,

trong ñoù
δn = n−13/28, R̃n = 10

(
ln(

√
n)
)9/10

.

Chaúng haïn, töông öùng vôùi ε = 10−2 , ta coù

n = 104, δn = 0.01389495494, R̃n = 39.52948133.

Ta coù caùc hình veõ döôùi ñaây veà lôøi giaûi chính xaùc f1ex , lôøi giaûi bò nhieãu fn
1di vaø lôøi giaûi

chænh hoùa fn
1re. Coù theå thaáy caùc keát quaû naøy raát phuø hôïp vôùi caùc tính toaùn lyù thuyeát ôû

Chöông 2.
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Hình 1. Lôøi giaûi chính xaùc.

Hình 2. Lôøi giaûi bò nhieãu.
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Hình 3. Bieán ñoåi Fourier cuûa lôøi giaûi chính xaùc.

Hình 4. Bieán ñoåi Fourier cuûa lôøi giaûi chænh hoùa.
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